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INTRODUCAO

Esta proposta de Produto Educacional, ititulada “O GeoGebra como recurso didatico
para a aprendizagem do esboco de graficos de fungbes que diferem de outras por uma
composicdo de isometrias ou homotetias” € composta por dez oficinas de aprendizagem. O
objetivo é apresentar uma sequéncia didatica para o ensino-aprendizagem dos efeitos de certas
transformacOes geométricas de isometria e de homotetia sobre certas funcbes com auxilio do
GeoGebra.

Interessei-me em desenvolver essa sequéncia didatica ao perceber em uma
experiéncia recente como professora Substituta da Universidade Federal de Alagoas — UFAL
que os estudantes ainda chegam na universidade com uma grande dificuldade no esbogo de

graficos de funcdo>

Foi utilizado como recurso didatico um software, o GeoGebra. Software matemético
gratuito, que pode ser trabalhados em turmas de qualquer nivel de ensino, bastando para isso
apenas alguma intimidade com computadores. O software pode ser instalado em qualquer

computador, sem dificuldades.

Para adquiri-lo basta entrar no site oficial do GeoGebra

(http://mwww.geogebra.org/cms/) podendo ser copiado, distribuido e transmitido a outros para

fins ndo comerciais.

Caso o leitor ndo queira baixar a versdo, ele ainda pode usar a versdo on-line, bastando

apenas acessar o link: http/Avww.geogebra.org/webstart/geogebra.html.  Se, porventura, o

estudante ndo possuir conexdo com a internet em sua casa, ele ainda podera baixar devido

uma licenca off-line que o software possui para distribuicéo.

A instalacdo também pode ser efetuada instantaneamente se o sistema operacional for:
Windows, Mac OS X, Linux, Unix; XO — one laptop per child. Aqui a versao on-line, isto €, a
utilizacgdo do software sem a necessidade de instalagio pode ser feita apenas nos trés

primeiros sistemas operacionais citados acima.


http://www.geogebra.org/cms/
http://www.geogebra.org/webstart/geogebra.html
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A pégina inicial do site oficial do GeoGebra disponibiliza também um material

introdutério de como usar o software no link http//www.geogebra.org/cms/pt BR.

Para a fundamentacdo tedrica da sequéncia didatica, composta por dez oficinas de
aprendizagem, contamos com a Engenharia Didatica, a Teoria das Situacdes Didaticas de Guy

Brousseau e a Teoria dos Registros Semidticos de Raymond Duval.

As atividades que compdem as oficinas encontram-se divididas em etapas. Estas foram
feitas de tal modo que seguissem as situacOes de aprendizagem formuladas por Guy Brousseau.
A situacdo de acdo € aquela na qual o estudante aceita o desafio proposto na problematizacédo e
se empenha na busca de solucdo do problema. De formulagdo, o aluno ja faz algumas
afirmacBes relativas ao problema, mas sem intencdo de julgamento sobre validade embora
contenha implicitamente intencdes de validacdo. De validacdo, aqui se elabora um tipo de
“prova” (explicagdo) do que se afirmou em meio a uma linguagem oral ou escrita. E, por fim,
institucionalizacdo, situacdo na qual o professor formaliza conceitos e estratégias esbogados
nas situacbes anteriores e faz um trabalho complementar de explorar novos aspectos dos
conteudos abordados. A institucionalizacdo esta prevista nas atividades como a nossa ultima

etapa de cada atividade.

A sequéncia didatica estd assim distribuida. Na oficina 1, oficina de Reconhecimento,
é explicado a utilidade das ferramentas pertencentes ao GeoGebra, destacando mais as que
utilizaremos nas oficinas subsequentes. Nas oficinas Il e Ill, sdo tratados os casos das
translacOes verticais e horizontais de funcdes, respectivamente. A oficina IV é destinada a
uma abordagem conjunta dos tdpicos abordados nas oficinas Il e Ill, visando acentuar as
diferencas entre os dois casos. Por outro lado, as oficinas V e VI tratam das homotetias
verticais e horizontais de fungGes, respectivamente. A oficina VII foi proposta com um
objetivo analogo ao da oficina 1V, ou seja, para em uma abordagem comparativa trazer a tona
as diferencas entre as dilatagdes vertical e horizontal. Na oficina VIII é abordado o caso das
reflexdes verticais das funcbes. E, por fim, as oficinas IX e X tratam dos casos das
composicbes envolvendo translacbes verticais, dilatagdes, translacbes horizontais ou

dilatacGes.

Inicialmente, neste produto educacional, encontra-se 0 Guia de Perguntas para 0S

Estudantes, no qual estdo as oficinas a serem propostas aos estudantes pelo professor no


http://www.geogebra.org/cms/pt_BR
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laboratério de informatica. Em seguida, encontram-se orientacbes para a aplicacdo das

oficinas pelo professor.
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GUIA DE PERGUNTAS PARA OS ESTUDANTES

OFICINA I: RECONHECIMENTO

APRESENTACAO DO GEOGEBRA PELO COORDENADOR DA OFICINA.

OFICINA Il: TRANSLACOES VERTICAIS DE FUNCOES
Com o auxilio do GeoGebra, responda as questdes a sequir:

1) Esboce o grafico das fungbes f, g e h, com f,g,h R:—> R definidas por f(x) =
sen(x), g(x) =sen(x)+1 e h(x) = sen(x) — 2 comx € (0,2m). Qual a relacao
existente entre os graficos de fe g ede f e h?

2) Esboce o grafico das funcBes f, g, h: R: » R definidas por f(x) = x% g(x) = x* +
3 e h(x) = x> — 5, para x € [—2,2] e em seguida responda quais relacdes existem
entre os gréficos de fe gede feh?

3) Esboce o grafico das funcdes f,g,h: R:—»> R onde f(x) = |x|, gx) =|x|+2 e
h(x) = |x| — 4 para x € [-3,3]. Qual a relacdo existente entre os graficos de fe g e
de f e h?

Encontre a solucdo do problema a seguir utilizando apenas lapis e papel:

4) Dada a funcdo f como desenhada abaixo, obtenha as funcbes g e honde f, g e
h: R:» R quando g(x) =f(x) +a e h(x) =f(x)—b, com a>0 e b>0.
(sugestdo: tome a=2eb = 1).
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Figura 1: Gréfico da funcéo f.

Fonte: Santos, 2013

OFICINA 111 TRANSLAQOES HORIZONTAIS DE FUNQOES
Com o auxilio do GeoGebra, encontre a solugcdo das questbes a seguir:
1) Responda:
Problema I: Investigue o gréfico dafuncdo f(x) = sen (x + a) nas seguintes situacoes:

a) Quando o pardmetro a varia em uma vizinhanca de valores positivos do zero,

isto &, num intervalo do tipo [0, m];

b) Quando o parametro a varia em uma vizinhanca de valores negativos do zero,

isto é, num intervalo do tipo [- &, 0]
c) O que observa no tocante ao movimento do gréfico da fungdo dada.

Problema II: Qual a relacdo existente entre os graficos de f(x) = sen(x), g(x) =

sen (x — %) e h(x) = sen (x + g) com xe (0,2m)?

2) Responda:
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Problema I: Investigue o grafico dafuncio f(x) = (x+ a)? nas seguintes situacoes:

a) Quando o parametro a varia em uma vizinhanca de valores positivos do zero, isto €,

num intervalo do tipo [0, 2];

b) Quando o pardmetro a varia em uma vizinhanga de valores negativos do zero, isto

é, num intervalo do tipo [- 2, O].
¢) O que observa no tocante ao movimento do gréfico da funcdo dada.

Problema 11: Esboce o grafico das fungBes f, g, h: R:— R definidas por f(x) = x*, g(x) =
(x+2)? e h(x) = (x —5)% para x € R e em seguida responda quais relagdes existem entre

esses graficos.
3) Responda:
Problema I: investigue o grafico dafuncdo f(x) = |x + al nas seguintes situagdes:

a) Quando o parametro a varia em uma vizinhanca de valores positivos do zero, isto é,

num intervalo do tipo [0,2];

b) Quando o parametro a varia em uma vizinhanga de valores negativos do zero, isto
é, num intervalo do tipo [-2,0] e digam 0 que observam no tocante ao movimento do gréfico

da funcdo dada.

Problema Il: Esboce o gréafico das fungdes f, g, h: R:— R definidas por f(x) = |x|, g(x) =
|x + 3| e h(x) = |x— 4| e em seguida diga qual a relacdo existente entre os graficos de f e
gedefeh?

Encontre a solu¢do do problema a seguir utilizando apenas lapis e papel:

4) Dada a funcdo f como desenhada abaixo, obtenha as funcbes g e h com f, g e
h: R:—» R definidas por g(x) =f(x+a) e h(x)=f(x—b). (sugestdo: tome
a=4eb =-3)
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Figura 2: O grafico da funcéo f.

Fonte: Santos, 2013.

OFICINA 1V: SINTESE DO ESBOCO DE GRAFICOS COM O AUXILIO DAS
TRANSLACOES DE FUNCOES.

A atividade a seguir deve ser realizada sem o auxilio do GeoGebra.
1) Responda:

Problema I: Com base nos resultados vistos até aqui, em que difere a translacdo horizontal da

translacdo vertical?

Problema IlI: considere duas fungdes f,g: R:— R definidas por f(x) = sen (x) e g(x) =

sen(x) — 2. Esboce o grafico da funcdo g, sem fazer contas, sabendo apenas o grafico de f.

Problema IlI: dadas as funcBes f,g: R:—> R definidas por f(x) =sen(x) e gx) =

sen(x + ;—t) eshoce o gréafico de g sem fazer contas, sabendo apenas o grafico de f.

OFICINA V: HOMOTETIAS VERTICAIS DE FUNCOES.

Com o auxilio do GeoGebra, responda as questfes a seguir:
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1) Considere duas funcles f, g: R:— R definidas por f(x) = sen(x) e g(x) =
a sen(x) onde a é um pardmetro e varia num intervalo (0,3) e x € [0,27]. Responda qual a

relacdo entre os graficos de fe g:

a) Quando a assume valores maiores do que 1 (faca o parametro a variar entre 1 e 3,

por exemplo);

b) Quando a assume valores entre 0 e 1. (Quando a = 0, 0 que acontece?).

2) Considere a funcdo g: R:— R definida por g(x) = ax®* onde a é um parametro e

varia num intervalo (0,3) e x € R. Responda qual a relagéo entre os graficos de fe g:
a) Quando a varia no intervalo [1, 3], isto &, por valores maiores do que 1;
b) Quando a varia num intervalo [0, 1], isto é, por valores positivos menores do que 1.

3) Considere duas fungdes f, g: R:— R definidas por f(x) = |x| e g(x) = al|x| onde a
€ um parametro e varia num intervalo (0,3) e x e R. Responda qual a relacdo entre os

gréficos de fe g:

a) Quando a varia no intervalo [1, 3], isto €, por valores maiores do que 1;

b) Quando a varia num intervalo [0, 1], isto é, por valores positivos menores do que 1.
A atividade a seguir deve ser realizada sem o auxilio do geogebra.

4) Dada a fungdo f como desenhada abaixo, obtenha as fungbes g e hcom f, g e
h:R: - R definidas por g(x) = af(x) e h(x) = bf(x) onde a >1¢e 0 < b < 1 (sugestao:

tomea=2eb=§).
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Figura 3: Grafico da funcéo f.

Fonte: Santos, 2013.

OFICINA VI: HOMOTETIA HORIZONTAL DE FUNCOES
Com o auxilio do GeoGebra, responda as questdes a sequir:

1) Considere duas funcbes f,g: R:— Rdefinidas por f(x)=sen(x) e
g(x) = sen(ax) onde a é um parametro e varia num intervalo (0,3) e x € [0,2m]. Qual

relagdo entre os gréficos de fe g:
a)Quando a varia no intervalo [1, 3], isto é, por valores maiores do que 1;
b) Quando a varia num intervalo [0, 1], isto é, por valores positivos menores do que 1.

2) Considere duas funcdes f, g: R:— R dadas por f(x) = x*e g(x) = (ax)?onde a é
um parametro e varia num intervalo (0,5) e x € R. Qual relacdo entre os graficos de fe g:

a)Para a > 1 (sugestdo: a varie no intervalo [1, 3]);

b) Para 0 < a < 1. (sugestdo: faca o pardmetro a variar no intervalo (0, 1)).
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3) Considere duas funcbes f, g: R:— R definidas por f(x) = |x| e g(x) = |ax| onde a
€ um parametro e varia num intervalo (0,3) e x € R. Como pode ser obtido o grafico de g a
partir do gréfico de f, nas seguintes situacOes:

a)Para a > 1.
b)Para0 < a < 1.
A atividade a seguir deve ser realizada sem o auxilio do GeoGebra.

4) Dada a fungdo f como desenhada abaixo, obtenha as funcbes g e hcom f, g e

h: R:— R definidas por g(x) = f(2x) e h(x) = f(%)

Figura 4: Gréafico da funcéo f.

Fonte: Santos, 2013

OFICINA VII: SINTESE DO ESBOCO DE GRAFICOS QUE DIFEREM POR
HOMOTETIAS.

A atividade a seguir deve ser realizada sem o auxilio do GeoGebra.

1) Responda:
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Problema I: Com base nos resultados vistos até aqui o que difere a homotetia vertical da
homotetia horizontal?
Problema I1: Quais as relagces entre os graficos de f e de g nas situagbes seguintes:
a) Quando g(x) = a f(x),onde a e R,

b) Quando g(x) = f(a x), onde a € R,.

OFICINA VIII: REFLEXOES VERTICAIS DE GRAFICOS DE FUNCOES
Com o auxilio do GeoGebra, responda as questdes a sequir:

1) Esboce os graficos das fungdes f,g: R:— Rdefinidas por f(x) =x* e
g(x) = —x? para x € Re emseguida diga qual a relagdo existente entre os graficos de fe g.
2) Esboce os graficos das fungBes f,g: R:— Rdefinidas por f(x)=|x| e
g(x) = —|x| para x € [—3,3] e em seguida diga qual a relacdo existente entre os graficos de

feg
A atividade a seguir deve ser realizada sem o auxilio do GeoGebra.

3) Dada a funcdo f como desenhada abaixo, obtenha o gréfico da funcdo g com
g: R:— Rdefinida por g(x) = —f(x). Em seguida responda que relacdo existe entre os

gréficos de feg.
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Figura 5: Grafico da funcéo f.

44

Fonte: Santos, 2013.

OFICINA IX: COMPOSICAO DE TRANSLACOES VERTICAIS E DILATACOES.
Com o auxilio do GeoGebra, responda as questdes a sequir:

1) Em uma mesma tela, esboce os gréficos das funcbes f,g,h: R:— R definidas por
f(x) =sen(x), g(x) =2 sen(x) +3 e h(x) =3 sen(x) — 5 com x € [0,27]. Responda
como se obtém o grafico de g e de h a partir do grafico de f?

2) Em uma mesma tela, esboce os graficos das fungdes f,g,h: R:— R definidas por
f(x)=x% g(x) =3x>+2 e h(x) = 2x* -1, x €[-3,3] Responda como se obtém o
gréfico de g e de h a partir do gréfico de f?

3) Em uma mesma tela, esboce os graficos das fungbes f,g,h: R:— R definidas por

f(x)=lx|, g(x) =2|x|+ 3 e h(x) = %le — 5, x €[—3,3]. Responda como se obtém o

gréfico de g e de h a partir do gréfico de f?

OFICINA X: COMPOSICAO DE TRANSLACOES HORIZONTAIS E DILATACOES.

Com o auxilio do GeoGebra, responda as questfes a seguir:
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1) Em uma mesma tela, esboce os gréaficos das funcdes f,g,h: R:— R definidas por
f(x) = sen(x), g(x) =3 sen (x - %) e h(x) =3 sen (x + g) x € [—4m,4m]. Responda
como se obtém o grafico de g e de h a partir do grafico de f?

2) Em uma mesma tela, esboce os graficos das funcbes f,g,h: R:— R definidas por
f(x) =x% g(x) =3(x+3)%*e h(x) = 3(x— 5)2 Responda como se obtém o gréfico de g
e de h a partir do grafico de f?

3) Em uma mesma tela, esboce os graficos das funcbes f,g,h: R:— R definidas por
f(x) = x|, g(x) = alx + 3| e h(x) = alx — 5|, onde a é um parametro e x € R. Verifique

(194

o que acontece quando varia o valor de “a”, nos casos:
a)Para a > 1. (sugestdo: faca o parametro a variar no intervalo [1, 3]).

b) Para 0 < a < 1. (sugestdo: faca o parametro variar no intervalo (0, 1))
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ORIENTACOES PARA A APLICACAO DAS OFICINAS

OFICINA I: RECONHECIMENTO

OBJETIVO: Apresentar aos estudantes o software GeoGebra mostrando suas ferramentas
com o0 auxilio da funcdo afim f(x) = ax + b, como contetudo para se tragar graficos e fazer a

verificagdo de seu comportamento no plano cartesiano.

PUBLICO ALVO: Estudantes do 2° ano do Ensino Médio.

ATIVIDADE 1: Mostrar a tela inicial do GeoGebra, nomeando cada ferramenta

adequadamente.
TEMPO ESTIMADO: 2 aulas de 50 minutos
Etapa I: Apresentacéo.

Ao iniciar o programa GeoGebra, nos deparamos com uma janela algébrica, janela

geométrica e uma barra de ferramentas, como pode ser visto na figura abaixo.

A barra de ferramentas é composta por: Arquivo, Editar, Exibir, Disposi¢fes, Opcoes,
Ferramentas, Janela e Ajuda, além de um conjunto de botbes que compdem as ferramentas

bésicas do software.
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Figura 6: Tela inicial do GeoGebra

?i}" GeoGebra EI@

[Menus s— Arquivo Editar Exibir Disposiches OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

.3 (O e O)l|8] EADN

Janela de Algebra(*]([=)[x] |Janela de Visualizagio
Objetos Livres
Objetos Dependentes

.

A | "»
L

BOtGES mmp |
]

a=2
el

. ABC__‘

Janela Algehrica m— .
Area de Trabalho

e

Janela Geométrica

Campo de Entrada —

@

Entrada:

Fonte: Santos, 2012

Ao clicar no botdo direito do mouse na area de trabalho, abrira uma pequena janela de

configuracdo, a chamada Janela de Visualizacdo, com os seguintes comandos, como mostrado

na figura abaixo.

Figura 7: Janela de Visualizacdo

Janela de Visualizagao

J_ Eixos
£ malha

4, Zoom 3

EixoX : EixoY ¥

Exibir Todos os Objetos

Visualizacio Padrio

[a] Janela de Visualizacio ..

Fonte: Santos, 2012
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O Campo de Entrada fica no rodapé do GeoGebra, € através dele que se torna possivel

operar usando comandos escritos. No Campo de Entrada, podemos dizer exatamente onde o

ponto aparecerd, basta digitar as coordenadas deste ponto.

Figura 8: Campo de entrada

@ Entrada:

v |0 +|Comando.. -

Fonte: Santos, 2012

O interpretador de funces deste programa foi projetado para reconhecer a maior parte

das operacdes e funces elementares. Essas operacdes e funces séo introduzidas pelo usuario

por meio da caixa de entrada. A seguir apresentamos referéncias a operacdes e funcbes para o

GeoGebra.
Tabela 1: OperagGes Elementares
Operacgdes Elementares
Expressao
GeoGebra Descrigcdo Matematica
a+b Soma entre os valores deaeb at+b
a-b Diferenca entre os valores deaeb a-b
a*b Multiplicacdo entre os valores deaeb a.b
a/b Divisdo entre os valores deae b a:b
a"b Poténcia de a elevado a b a

Fonte: Santos, 2012



Tabela 2: Constante
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Constante
Expressao
GeoGebra Descrigcdo Matematica
pi Valor 3,141592654... T
Fonte: Santos, 2012
Tabela 3: Funcdes Elementares
Funcgdes Elementares
Expresséo
GeoGebra Descricao Matematica
abs(x) Valor absoluto de x X|
sqrt(x) Raiz de x Vx
sin(x) Seno de x sen X
Funcdo poténcia pertencente a um
funcdo[x"2,a,b] intervalo x%x € (a,b)

Mais operacOes, fungdes e comandos mateméaticos do GeoGebra podem ser obtidos

Etapa I1: Construcdo

Fonte: Apostila do Novos Talentos — UFAL

nas caixas localizadas do lado direito da caixa de entrada.

Figura 9: Constantes

Comando ... v

Fonte: Santos, 2012
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Nesta etapa reservamos um tempo para que oS estudantes comecem a mexer e a
discutir com seus colegas de trios o funcionamento do mesmo. Esperamos que eles lancem
funcdes na caixa de entrada para ver o comportamento do seu grafico. Acreditamos assim que
estariam a fixar o tipo de gréfico para cada fungdo, ou seja, perceberiam que dada uma fungéo
afim, seu grafico sera sempre uma reta, assim como o grafico de uma funcdo quadratica sera

sempre uma parabola.

ATIVIDADE 2: Esbogar o gréfico da fungdo f:R:— R, na forma f(x) = ax, coma #
0.

TEMPO ESTIMADO: 2 aulas de 50 minutos
Etapa I: Construcéo

O professor pede aos estudantes que esbocem com o auxilio do GeoGebra a fungéo

f(x) = ax.

Figura 10: Gréfico da fungdo linear

Fonte: Santos, 2013.

Etapa Il: Construcédo
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O coordenador da oficina pede aos trios de estudantes que:

Busquem nas ferramentas o “controle deslizante” (dependendo da versdao do
GeoGebra equivale a “seletor”);

Definam o intervalo de variacdo do parametro “a”;

(caso os estudantes tenham tomado um intervalo que ndo fique visivel o
comportamento das fungdes f sugerir o intervalo (—3,3));

Escrevam a fungdo f no campo de entrada, neste caso: f(x) = ax;

Em seguida comecem a variar o controle deslizante e veja 0 comportamento do
gréfico da funcéo;

Para uma melhor visualizacdo, cliquem em Editar/Propriedades e selecionem
os efeitos de animacdo. Na Janela de Algebra, no lado esquerdo da tela,
selecione (clicando encima) o ndmero (controle deslizante) e na ferramenta
“Basico” selecione “Animar’’;

Ainda na Janela de Algebra, selecione “Funcao” e na ferramenta ‘“Basico”,
selecione “Exibir rastro”. Aqui, ¢ possivel ainda colorir o rastro (selecionando

“COI'” .

Etapa I11: Problematizacdo

O professor pede aos trios de estudantes que investiguem o gréfico da funcdo f(x) =

ax nas seguintes situacoes:

Quando o parametro x varia de uma vizinhanga de valores positivos do zero, isto é
um intervalo do tipo (0,3);
Quando o parametro x varia em uma vizinhanca de valores negativos do zero, isto

é, num intervalo do tipo (-3,0);

Etapa IV: Socializagdo e validacdo das respostas

O coordenador pede aos trios de estudantes que apresentem suas respostas,

confrontando-as e em caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da
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oficina as suas justificativas. Atuando como mediador, 0 coordenador tenta estabelecer um

consenso entre 0s participantes.

Etapa V: Institucionalizacédo

Nesta etapa o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou
seja, as respostas esperadas:

Espera-se que os estudantes concluam que

e A funcdo linear € um tipo particular da funcdo afim, por seu termo
independente de x ser igual a zero.

e Quando tomamos valores menores que zero temos uma reta decrescente e que
se tomarmos valores maiores que zero o resultado é uma reta crescente e que o
ponto de interse¢cdo ocorre em (0,0).
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Figura 11: Gréfico da funcdo Linear com animagéo

Fonte: Santos, 2013.
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OFICINA 11: TRANSLACOES VERTICAIS DE FUNCOES

OBJETIVO: Perceber a relacdo entre os graficos de duas funcbes f e g quando g(x) =
f(x)+ a.

PUBLICO ALVO: Estudantes do 2° ano do Ensino Médio.

ATIVIDADE 1: Translag@es verticais da fungdo f: R:— R, onde f(x) = sen(x).
TEMPO ESTIMADO: 2 aulas de 50 minutos
Etapa I: Construcédo

O coordenador da oficina pede aos estudantes que esbocem com o auxilio do
GeoGebra os gréficos as funcbes f, g e h, onde f,g,h:R:— R estdo definidas por
f(x) =sen(x), gx)=sen(x)+1 e h(x) = sen(x) —2 com x € (0,27), pintando seus
respectivos graficos com cores distintas.

Figura 12 - Representacdo geométrica das funcdes f, g e h.

Fonte: Santos, 2013.

O grafico de f corresponde ao grafico de cor vermelha. Por outro lado o gréfico de g

esta ilustrado com a cor azul e por fim o grafico de h é o grafico de cor verde.
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Neste momento da construcdo o coordenador da oficina apresenta a ferramenta
“controle deslizante” também conhecida como “seletor” do GeoGebra. Nesta fase, comecara a
ser feito um jogo de teste no comportamento das fungdes. O objetivo € que eles percebam

suas variacoes.

Etapa Il: Construcao
O coordenador da oficina pede aos trios de estudantes que:

e Busguem nas ferramentas o “controle deslizante” (dependendo da versao do
GeoGebra equivale a “seletor”);

e Definam o intervalo de variacdo da constante “a’;

(caso os estudantes tenham tomado um intervalo que ndo fique visivel o
comportamento das funcdes f, g e h sugerir o intervalo (—2,1));

e Escrevam afungdo f no campo de entrada, neste caso: f(x) = sen(x) + a;

e Em seguida comecem a variar o controle deslizante e veja 0 comportamento do
grafico da fungéo;

e Para uma melhor visualizacdo, cliguem em Editar/Propriedades e selecionem
os efeitos de animacdo. Na Janela de Algebra, no lado esquerdo da tela,
selecione (clicando encima) o numero (controle deslizante) e na ferramenta
“Basico” selecione “Animar’’;

e Ainda na Janela de Algebra, selecione ‘“Funcao” e na ferramenta ‘“Basico”,
selecione “Exibir rastro”. Aqui, ¢ possivel ainda colorir o rastro (selecionando

“cor”).
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Figura 13 - Representacdo geométrica da funcéo f com efeitos de animacéo.

i

N W F

Fonte: Santos, 2013.

Etapa I11: Problematizacdo

O coordenador da oficina pergunta aos trios de estudantes que relacdo existe entre 0s
gréficos de f e g e de f e h. Neste momento, o coordenador da oficina circula no laboratério
de informéatica, observando a reacdo e as possiveis dificuldades que cada trio de estudantes

apresenta, dialogando com os estudantes e respondendo a possiveis questionamentos.

Etapa IV: Socializacdo e validagcdo das respostas.

O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, 0 coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.

Etapa V: Institucionalizacéo.
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Nesta etapa o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusées, ou

seja, as respostas esperadas:

a) O grafico de g € o gréfico de f transladado verticalmente por 1 unidade para cima.
b) O grafico de h é o grafico de f transladado verticalmente por 2 unidades para

baixo.

ATIVIDADE 2: Translac@es verticais da funcdo f: R: > R definidas por f(x) = x?
TEMPO ESTIMADO: 2 aulas de 50 minutos
Etapa I: Construcédo

O professor pede aos trios de estudantes que esbocem com o auxilio do GeoGebra o

grafico dafuncdo f(x) = x?com x € [—2,2].

Figura 14 — O gréfico da funcéo f

54

-1

Fonte: Santos, 2013.

Etapa Il: Construcédo
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O professor pede para que os trios de estudantes esbocem com o auxilio do GeoGebra,

em uma mesma tela os graficos das fungdes f,g, h: R:— Rdefinidas por f(x) = x?

g(x) =x%+ 3 eh(x) =x%— 5, para x € [—2,2], pintando-0s com cores diferentes.

Figura 15 - Representacdo geométrica das funcdes f, g e h.

Fonte: Santos, 2013.

Etapa I11: Construg&o.

O professor pede aos trios de estudantes que:

e Busguem nas ferramentas o “controle deslizante” (dependendo da versao do

GeoGebra equivale a “seletor”);

e Definam o mtervalo de variacdo da constante “a”;

(Caso os estudantes tenham tomado um intervalo que ndo fique visivel o

comportamento das fungdes f, g e h sugerir o intervalo (—5,3));

e Escrevam afungdo f no campo de entrada, nesse caso: f(x) = x?
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e Em seguida comecem a variar o controle deslizante e veja 0 comportamento do
grafico da fungéo;

e Para uma melhor visualizacdo, cliguem em Editar/Propriedades e selecionem
os efeitos de animacdo. Na Janela de Algebra, no lado esquerdo da tela,
selecione (clicando encima) o numero (controle deslizante) e na ferramenta
“Basico” selecione “Animar”;

e Ainda na Janela de Algebra, selecione ‘“Funcao” e na ferramenta ‘“Basico”,
selecione “Exibir rastro”. Aqui, ¢ possivel ainda colorir o rastro (selecionando

“cor”).

Figura 16 - Representacdo geométrica da funcdo f com efeitos de animagéo

Fonte: Santos, 2013.

Etapa IV: Problematizacéo.
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Pergunta-se aos trios de estudantes que relacdo existe entre os graficos de f e g e de f
e h. Neste momento, o coordenador da oficina circula no laboratdrio de informética,
observando a reacdo e as possiveis dificuldades que cada trio de estudantes apresenta,

dialogando com os estudantes e respondendo a possiveis questionamentos.

Etapa V: Socializacdo e validacdo das respostas

O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.

Etapa VI: Institucionalizagéo.

Nesta etapa o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou

seja, as respostas esperadas:

i) O grafico de g é o gréfico de f transladado verticalmente por 3 unidades para
cima.
ii) O grafico de h é o gréfico de f transladado verticalmente por 5 unidades para

baixo.

ATIVIDADE 3: Translagdes Verticais da funcédo f: R: - R, definida por f(x) = |x|.

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 min.

Etapa I: Construcéo.
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O professor pede para que os estudantes esbocem com o auxilio do GeoGebra as
funcdes f, g, h: R: > R onde f(x) = |x|, g(x) = x| +2 e h(x) = [x| — 4 para x € [-3,3].
Em sequida, pinte os graficos com cores distintas.

Figura 17 — Representagdo geométrica das funcbes f, g e h.

8-

2

Fonte: Santos, 2013.

O gréfico de f corresponde ao grafico de cor vermelha. Por outro lado o gréfico de g

esta ilustrado com a cor azul e por fim o gréfico de h é o gréafico de cor verde.

Neste momento da construgdo ¢ apresentada a ferramenta ‘“controle deslizante”
também conhecida como “seletor” do GeoGebra. Nesta fase, comecard a ser feito um jogo de

teste no comportamento das fungdes. O objetivo € que eles percebam suas variagoes.

Etapa 11: Construcéo.
O professor pede aos trios de estudantes para que:

e Busquem nas ferramentas o “controle deslizante” (dependendo da versdo do
GeoGebra equivale a “seletor”).

e Definam o intervalo de variacdo da constante “a”;
(caso os estudantes tenham tomado um intervalo que ndo fique visivel o

comportamento das fungdes f, g e h sugerir o intervalo (—4,2)).
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e Escrevam afuncdo f no campo de entrada, nesse caso: f(x) = |x|;

e Em seguida comecem a variar o controle deslizante e veja 0 comportamento do
gréfico da funcéo;

e Para uma melhor visualizacdo, cliguem em Editar/Propriedades e selecionem
os efeitos de animagdo. Na Janela de Algebra, no lado esquerdo da tela,
selecione (clicando encima) o ndmero (controle deslizante) e na ferramenta
“Basico” selecione “Animar”’;

e Ainda na Janela de Algebra, selecione ‘“Funcao” e na ferramenta ‘“Basico”,
selecione “Exibir rastro”. Aqui, ¢ possivel ainda colorir o rastro (selecionando

“cor”).

Figura 18 - Representacdo geométrica da funcéo f com efeitos de animacéo.

Fonte: Santos, 2013.

Etapa I11: Problematizacdo

Pergunta-se aos estudantes que relagcdo existe entre os graficos de f e g e de f e h.
Neste momento, o coordenador da oficina circula no laboratorio de informatica, observando a
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reacdo e as possiveis dificuldades que cada trio de estudantes apresenta, dialogando com os

estudantes e respondendo a possiveis questionamentos.

Etapa IV: Socializacdo e validacdo das respostas

O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.

Etapa V: Institucionalizagéo.

Nesta etapa o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou

seja, as respostas esperadas:

a) O gréafico de g é atranslacdo vertical do grafico de f por 2 unidades para cima.

b) O gréafico de h é a translagdo vertical do grafico de f por 4 unidades para baixo.

ATIVIDADE 4: A relagdo entre os gréaficos de f, g e h, quando g(x) = f(x)+a e
h(x) =f(x) —b,onde a>0¢e b > 0.

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos

Esta atividade devera ser realizada sem o recurso do Software GeoGebra, isto é, a

solucdo deve ser encontrada utilizando apenas papel e lapis.
Etapa I: Construcéo.

O professor entrega a cada trio de estudante em um papel quadriculado o gréafico de

uma funcdo f abstrata conforme a figura seguinte:
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Figura 19 - Gréfico da funcao f.

Fonte: Santos, 2013.

Etapa Il: Problematizacdo

Solicita que cada trio de estudantes escolha um valor para a e b.

e Se necessario o professor sugere a =2eb = 1.

Etapa I11: Socializacdo e validacdo das respostas

O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.

Etapa IV: Institucionalizacdo.
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Nesta etapa o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou

seja, as respostas esperadas:

Esboco dos casos nos quais g(x) =f(x)+2 e h(x) =f(x)—1. Em seguida
verificar a construgdo no GeoGebra.

Figura 20 — Gréfico da fungao f, g e h.

T T f T T T
-4 -3 \7 -1 o 2 3
~14

Fonte: Santos, 2013.

Nos gréaficos acima, o gréafico da funcdo f estd pintado na cor vermelha; o grafico de g

na cor azul e o grafico de h na cor verde.
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OFICINA 111: TRANSLACOES HORIZONTAIS DE FUNCOES.

OBJETIVO: Perceber a relacdo entre os graficos das fungdes f, g e h quando
gx)=f(x+a)eh(x)=f(x+Db).

PUBLICO ALVO: Estudantes do 2° ano do Ensino Médio.

ATIVIDADE 1: Translagdes horizontais da funcdo f: R: » R dada por f(x) = sen(x).
TEMPO ESTIMADO: 2 aulas de 50 minutos.
Etapa I: Construcédo

O professor pede para que os trios de estudantes esbocem com o auxilio do GeoGebra
as fungbes f,g,h: R:—» R definidas por f(x) =sen(x), g(x)=sen (x — g) e

h(x) = sen (x + g) com xe (0,2m). Pinte-as com cores distintas.

Figura 21 — As curvas f,g e h.

Fonte: Santos, 2013.

O gréfico da funcdo de cor vermelha é o gréafico de f, assim como a de cor azul é o

gréfico da funcdo g e ade cor verde é o grafico da funcdo h, como segue abaixo.
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Etapa 11: Construgéo.
O professor pede aos trios de estudantes para que:

e Busquem nas ferramentas o “controle deslizante” (dependendo da versao do
GeoGebra equivale a “seletor”).

e Definam o mtervalo de variacdo da constante “a”

(caso o0s estudantes tenham tomado um intervalo que ndo fique visivel o
comportamento das fungdes f, g e h sugerir o intervalo (—7,7)).

e Escrevam afuncdo f no campo de entrada, nesse caso: f(x) = sen(x + a).

e Em seguida comecem a variar o controle deslizante e veja 0 comportamento do
gréfico da fungéo;

e Para uma melhor visualizagcdo, cliguem em Editar/Propriedades e selecionem
os efeitos de animacdo. Na Janela de Algebra, no lado esquerdo da tela,
selecione (clicando encima) o numero (controle deslizante) e na ferramenta
“Basico” selecione “Animar”’;

e Amda na Janela de Algebra, selecione “Funcao” e na ferramenta ‘“Basico”,
selecione “Exibir rastro”. Aqui, ¢ possivel ainda colorir o rastro (selecionando

“COI'” .

Etapa I11: Problematizacéo

O professor pede para que os estudantes investiguem o grafico da funcdo

f(x) = sen (x + a) nas seguintes situagoes:

a) quando o parametro a varia em uma vizinhanca de valores positivos do zero, isto €,
num intervalo do tipo [0, r];

b) quando o parametro a varia em uma vizinhanga de valores negativos do zero, isto
é, num intervalo do tipo [- =, 0]

c) edigam o que observam no tocante ao movimento do grafico da funcdo dada.

Etapa IV: Socializacdo e validacdo das respostas
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O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.
Etapa V: Institucionalizacéo.

Nesta etapa, 0 coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou

seja, as respostas esperadas:

O objetivo nesta etapa é formalizar o fato de que a fungdo f(x) = sen(x) ao somar
valores positivos ao pardmetro x o resultado sera uma translagdo horizontal para esquerda.
Analogamente, se somarmos um Vvalor negativo ao pardmetro x o0 resultado serd uma

translagcdo horizontal para direita. Ver ilustracdo seguinte com animacao.

Figura 22 - Representagdo geométrica da funcéo f com efeitos de animacéo.

Fonte: Santos, 2013.
Etapa VI: Problematizacéo.

O professor, nesta etapa, pergunta aos estudantes que relacdo existe entre os graficos

de f(x) =sen(x), g(x) = sen (x - %) e h(x) = sen (x + g) com xe (0,2m).

Etapa VII: Socializacdo e validacdo das respostas
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O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em

caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas

justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.

Etapa VIII: Institucionalizacdo.

Mostrar tabela com valores convenientes escolhidos para ajudar a entender esses efeitos.

Tabela 4 : Valores mostrados na figura 16.

(4 V4 V4
T - X X i -
sm(x—z X 2 x+2 sm1@+2)
0 T 0 T 1
: 4 2
1 E 3n E s 0
2 4 2
0 T o1 T 3n -1
4 2
_1 3 Vi3 3n 21T 0
2 4 2

Seré utilizado, para ilustrar os valores um circulo trigonométrico

objetivando facilitar o entendimento na construcdo da tabela.

Fonte: Santos, 2013.

como segue abaixo,
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Figura 23 - Ciclo Trigonométrico

L

CIE]

=

I
2

Fonte: http://www.brasilescola.com/matematica/simetria-no-circulo-trigonometrico.htm >*

Ainda nesta etapa, o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as

conclusdes, ou seja, as respostas esperadas:

)] O gréfico de g € igual ao grafico de f transladado horizontalmente por f para a

esquerda.

i) O gréfico de h é igual ao grafico de f transladado horizontalmente por ’2—’ para a

direita

ATIVIDADE 2: Translagdes horizontais da funcdo f: R: » R definida por  f(x) = x*.
TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.

Etapa I: Construcédo

! Acesso em12 jun 2013.


http://www.brasilescola.com/matematica/simetria-no-circulo-trigonometrico.htm
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O professor pede aos trios de estudantes que esbocem com o auxilio do GeoGebra 0s

graficos das fungBes f,g,h:R:—> R definidas por f(x)==x% gx)=(x+2)> e

h(x) = (x — 5)? para x ¢ R. Em seguida, peca para que pinte os graficos com cores distintas.

Figura 24 - Grafico da funcdo f, g e h.

Fonte: Santos, 2013.

Etapa Il: Construgéo.
O professor pede aos trios de estudantes que:

e Busquem nas ferramentas o “controle deslizante” (dependendo da versao do
GeoGebra equivale a “seletor™);

e Definam o intervalo de variagdo da constante “a”;

e Caso o0s estudantes tenham tomado um intervalo que ndo fique visivel o
comportamento das fungdes f, g e h sugerir o intervalo (—2,5).

e Em seguida comecem a variar o controle deslizante e veja 0 comportamento do
grafico da funcéo;

e Para uma melhor visualizagdo, cliguem em Editar/Propriedades e selecionem
os efeitos de animacdo. Na Janela de Algebra, no lado esquerdo da tela,
selecione (clicando encima) o numero (controle deslizante) e na ferramenta

“Basico” selecione “Animar”’;
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e Ainda na Janela de Algebra, selecione “Fungdo” e na ferramenta “Basico”,

selecione “Exibir rastro”. Aqui, ¢ possivel ainda colorir o rastro (selecionando

“COI'” .

Figura 25 - Representacdo geométrica da funcdo f com efeitos de animagéo

-2

Fonte: Santos, 2013.

Etapa I11: Problematizacao

O professor pede para que os estudantes investiguem o grafico da fungdo f(x)

(x + a)? nas seguintes situacdes:

a) quando o pardmetro a varia em uma vizinhanca de valores positivos do zero, isto é,

num intervalo do tipo [0, 2];

b) quando o pardmetro a varia em uma vizinhanca de valores negativos do zero, isto é,

num intervalo do tipo [- 2, 0]

c) e digam o que observam no tocante ao movimento do grafico da funcdo dada.
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Etapa IV: Socializacdo e validacdo das respostas

O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.

Etapa V: Institucionalizacéo.

Nesta etapa, 0 coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou

seja, as respostas esperadas:

Espera-se que os estudantes concluam o fato de que dada a funcdo f(x) = x2 ao se
somar valores positivos ao parametro x 0 resultado serd uma translacdo horizontal para
esquerda. Analogamente, se somarmos um valor negativo ao pardmetro x o resultado sera
uma translacdo horizontal para direita. Ver, Figura 20 com animacdo. O coordenador pede aos
trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em caso de divergéncias pede a eles
que apresentem aos participantes da oficina as suas justificativas. Atuando como mediador, o

coordenador tenta estabelecer um consenso entre os participantes da oficina.
Etapa VI: Problematizagédo

O professor pergunta quais as relacdes que existem entre os gréficos de f(x) = x?
g(x) =(x+2)’eh(x) = (x—5)2

Etapa VII: Socializacdo e validacdo das respostas

O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0S

participantes da oficina.
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Etapa VIII: Institucionalizagéo.

Nesta etapa, o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou

seja, as respostas esperadas:

a) O grafico de g é igual ao grafico de f transladado horizontalmente por 2 unidades
para a esquerda.
b) O grafico de h é igual ao gréfico de f transladado horizontalmente por 5 unidades

para a direita.

ATIVIDADE 3: Translagdes horizontais do grafico da fungdo f: R:— R definida por
f(x) = |x|.

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.
Etapa I: Construcéo.

O professor pede aos trios de estudantes que esbocem com o auxilio do GeoGebra 0s
graficos das funcbes f,g,h: R:—> R definidas por f(x)= x|, g(x) =|x+3| e h(x) =

|x — 4|. Em seguida pinte-as com cores distintas como segue abaixo.

Figura 26 — Os gréficos das fungdes f,g e h.

-

h

-1 4

Fonte: Santos, 2013.
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Etapa 11: Construcéo.

O professor pede aos trios de estudantes que:

Busquem nas ferramentas o ‘“controle deslizante” (dependendo da versdo do
GeoGebra equivale a “seletor”).

Definam o intervalo de variagdo da constante “a”.

Caso o0s estudantes tenham tomado um intervalo que ndo fique visivel o
comportamento das fungdes f, g e h sugerir o intervalo (—3,4).

Escrevam a fungdo f no campo de entrada, nesse caso: f(x) = |x + al.

Em seguida comecem a variar o controle deslizante e veja 0 comportamento do
gréfico da funcéo;

Para uma melhor visualizacdo, cliquem em Editar/Propriedades e selecionem
os efeitos de animagdo. Na Janela de Algebra, no lado esquerdo da tela,
selecione (clicando encima) o numero (controle deslizante) e na ferramenta
“Basico” selecione “Animar”’;

Ainda na Janela de Algebra, selecione ‘“Funcao” e na ferramenta ‘“Basico”,
selecione “Exibir rastro”. Aqui, é possivel ainda colorir o rastro (selecionando

“COI'” .

Etapa I11: Problematizacao.

O professor pede para que os estudantes investiguem o grafico da funcdo

f(x) = |x + a| nas seguintes situacoes:

a)

quando o0 parametro a varia em uma vizinhanca de valores positivos do zero,

isto €, num intervalo do tipo [0,2];

b)

quando o parametro a varia em uma vizinhanca de valores negativos do zero,

isto é, num intervalo do tipo [-2,0] e digam 0 que observam no tocante ao movimento do

grafico da fungdo dada.
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Etapa IV: Socializacdo e validacdo das respostas

O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.
Etapa V: Institucionalizacéo.

Nesta etapa, 0 coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou

seja, as respostas esperadas:

Espera-se que os estudantes concluam o fato de que dada a funcdo f(x) = |x| ao
somar valores positivos ao parametro x 0 resultado serd uma translacdo horizontal para
esquerda. Analogamente, se somarmos um valor negativo ao parametro x o resultado sera

uma translacdo horizontal para direita. Ver ilustracdo seguinte com animacao.

Figura 27 - Representagdo geométrica da funcéo f com efeitos de animacéo.

3

Fonte: Santos, 2013.

Etapa VI: Problematizagéo.

Pergunta-se quais as relacGes existentes entre os graficos de f e g e de fe h. Neste

momento, o coordenador da oficina circula no laboratério de informatica, observando a
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reacdo e as possiveis dificuldades que cada trio de estudantes apresenta, dialogando com os

estudantes e respondendo a possiveis questionamentos.

Etapa VII: Socializacdo e validacdo das respostas.

O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.

Etapa VIII: Institucionalizagdo.

Nesta etapa o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou

seja, as respostas esperadas:

Respostas esperadas:

a) O grafico de g é igual ao grafico de f transladado horizontalmente por 3 unidades
para a esquerda.

b) O gréafico de h é igual ao grafico de f transladado horizontalmente por 4 unidades
para a direita.

ATIVIDADE 4: Qual a relacdo entre os gréficos das funcbes f, g e h, quando
g(x) =f(x+a)e h(x) =f(x—b).

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.

Esta atividade devera ser realizada sem o recurso do Software GeoGebra, isto é, a

solucdo deve ser encontrada utilizado apenas papel e lapis.

Etapa I: Construcéo.
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O professor entrega em um papel quadriculado o gréfico de uma funcdo f abstrata

conforme a figura seguinte:

Figura 28 — O gréfico da funcédo f

Fonte: Santos, 2013.

Etapa Il: Problematizacdo.

O professor solicita a cada trio de estudante que esbocem os graficos das funcGes
gx)=f(x+4)eh(x) =f(x—3)para x ¢ Rsem o GeoGebra.

Etapa I11: Socializagéo e validagcdo das respostas.

O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre os

participantes da oficina.
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Etapa 1V: Institucionalizagéo.

Nesta etapa, o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou

seja, as respostas esperadas:

Que o grafico da funcdo g é o grafico da funcdo f translado horizontalmente para
esquerda por 4 unidades, enquanto o grafico da funcdo h é o grafico da funcdo f transladado

horizontalmente para direita por 3 unidades.

Apos a socializacdo das respostas o professor valida as respostas com o esboco dos

graficos na lousa, conforme a Figura 24.

Figura 29 — Representacdo geométrica das funcdes

f (vermelho), g (azul) e h (verde)

[ %]
B
|
w

Fonte: Santos, 2013.
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OFICINA 1V: SINTESE DO ESBOCO DE GRAFICOS COM O AUXILIO DAS
TRANSLACOES DE FUNCOES.

PUBLICO ALVO: Estudantes do 2° ano do Ensino Médio.

ATIVIDADE 1: Com base nos resultados vistos até aqui, 0 que difere a translacéo

horizontal da translacéo vertical?
TEMPO ESTIMADO: 2 aulas de 50 minutos cada.
Etapa I: Problematizacdo.

O professor pede aos trios de estudantes que considerem as funcdes seguintes.

e f(x)=(x+4)*estou somando o nimero 4 a variavel;

e g(x) =x2+ 4 estou somando o nimero 4 a funcéo.

Em seguida, pede aos estudantes que facam, sem o auxilio do GeoGebra, com lapis e

papel os eshogos dos gréficos dessas funcdes.

Etapa I1: Socializagdo e validagdo das respostas

O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, 0 coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.

Etapa I11: Institucionalizagdo.

Nesta etapa, o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusGes, ou

seja, as respostas esperadas:
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Espera-se que os estudantes concluam que o gréfico de f é uma translagdo horizontal
da funcdo h(x) =x? enquanto g é uma translacdo vertical. O professor argumenta que
quando somamos uma constante a uma funcdo, deslocamos o grafico verticalmente. Note que
estamos somando um valor as ordenadas de cada um dos pontos do nosso grafico, e nesse
caso, se o valor da constante for positivo o deslocamento vertical estard no sentido positivo do
eixo dos y. Por outro lado se o valor da constante for negativo, o deslocamento vertical estara
no sentido negativo do eixo dos y. Neste momento, o professor pode fazer desenhos

ilustrativos.

Etapa IV: Problematizacdo

O professor pede que os estudantes considerem duas funcbes f, g: R:— R definidas
por f(x) = sen (x) e g(x) = sen(x) — 2. Propde que eles eshocem o grafico da funcédo g,

sem fazer contas, sabendo o grafico de f.

Etapa V: Socializagdo e validagdo das respostas

O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.

Etapa VI: Institucionalizacéo.

Nesta etapa, o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou

seja, as respostas esperadas:

O professor pode argumentar que, de fato, o gréfico de g é a translagdo vertical para

baixo por duas unidades do gréfico de f.
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Tabela 5 — Valores atribuidos as funcdes f e g.

X sen(x) senx — 2
o 0 -2

T 1 -1

2

0 -2

/[
37 -1 -3

2

Fonte: Santos, 2013.

Observe os graficos de f e de g na Figura 25 seguinte:

Figura 30 — Os graficos de f (vermelho)e g(azul).

Fonte: Santos, 2013.

Etapa VII: Problematizacdo
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O professor propde a questdo seguinte: dadas as duas fungdes f, g: R:— R definidas
por f(x) = sen (x) e g(x) = sen(x +§) esboce o grafico de g sem fazer contas ou sem o

auxilio do GeoGebra.

Etapa VIII: Socializacdo e validacdo das respostas

O professor acompanha observando as tentativas da resolucdo da questdo. Depois pede
para que os estudantes socializem suas respostas, pedindo que eles apresentem na lousa as
suas conclusdes. Em caso de divergéncia o professor faz a mediagdo visando a obtencdo de

um Consenso.

Etapa XI: Institucionalizagéo.

Por outro lado quando somamos uma constante a variavel independente, deslocamos o
seu grafico horizontalmente. Notamos que, a0 somarmos uma constante positiva (negativa) a
variavel independente da funcdo, o resultado é um movimento para esquerda (direita), isso se
da porque estamos definindo uma nova funcdo, cujo elemento do dominio desta nova funcéo
tem a mesma imagem que um elemento do dominio da fun¢do original ao subtrair o valor da

constante acrescida na fungéo.

Observe a tabela abaixo. Essa tabela foi construida com valores convenientes para
ilustrar melhor a Atividade | de Translagfes horizontais.

Tabela 6: Valores atribuidos age g'.

T T

X x+§ sen (x+§)
T 1

0 2

T T 0

2
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3 —1
71' —
2
2

Fonte: Santos, 2013.

O professor traca os graficos defeg.

Figura 31 — Os gréficos de fe g.

Fonte: Santos, 2013.

O objetivo de modo geral é que os estudantes percebam que depois de analisadas para
trés funcdes particulares (trigopnométrica, poténcia e modular) os efeitos ndo estdo restritos

apenas a essa funcdo e sim para todas as fungbes reais.
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OFICINA V: HOMOTETIAS VERTICAIS DE FUNCOES.

OBJETIVO: Perceber a relacdo entre os graficos de duas funcbes, f e g com g(x) = af (x),

onde a é um ndmero real positivo.

PUBLICO ALVO: Estudantes do 2° ano do Ensino Médio.

ATIVIDADE 1: Dilatacdo ou compressdo vertical da fungdo f: R:— R dada por
f(x) = sen(x).

TEMPO ESTIMADO: 2 aulas de 50 minutos.
Etapa I: Construcéo.

O professor pede para que os trios de estudantes considerem duas fungdes
f,g:R:> R dadas por f(x)=sen(x) e g(x) =a sen(x) quando a é um parametro e
x €[0,2m].

Etapa Il: Construcéo.

Construgao a partir do “controle deslizante™.

a) Defina o intervalo para o controle deslizante. Neste caso vamos tomar o intervalo
(—3.3);
b) No campo de entrada do GeoGebra, escrever afungdo f(x) = a sen(x);

c) Fazer o parametro a variar no intervalo ja definido no item a).
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Figura 32 — Representagdo geométrica da funcéo g.

4

.34

Fonte: Santos, 2013.

Etapa I11: Problematizacao.

O professor pede para que 0s estudantes investiguem a relagcdo entre o gréafico de f e

i) quando a assume valores maiores do que 1 (faca o parametro a variar entre 1 e
3, por exemplo);
i) quando a assume valores entre 0 e 1. (Quando a = 0, 0 que acontece?)

Etapa IV: Socializacdo e validacdo das respostas

O professor pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em caso
de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas justificativas.
Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre o0s participantes

da oficina.

Etapa V: Institucionalizacéo,
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Nesta etapa, o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou

seja, as respostas esperadas:

i) Quando fazemos a > 1, o gréfico da fungdo g se estica ou dilata verticalmente ou

para cima.

Figura 33 — A representacdo geométricade fe g.

Fonte: Santos, 2013.

i) Quando fazemos 0 < a <1 o grafico da funcdo g se achata ou comprime (dilata)

verticalmente. Se fizermos 0 a = 0 o gréfico da funcdo g fica exatamente sobre o

eixo x.
Figura 34 — Gréficos de f (caso a=1), de g (casos a =% ,a = % respectivamente.
14
é § 0 é
"5 5 4 ; 2 - 0 1 2 3 ! 5

Fonte: Santos, 2013.
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*QObservacdo: O grafico na cor vermelha é o grafico da funcdo f, por outro lado o que esta na

7 7 1 , 7 ~
cor azul é o grafico de g quando a = 5 € por fim o grafico na cor verde é o da funcdo g

1
guando tomamos a = 5

ATIVIDADE 2: Dilatagdo ou compressdo vertical da fungdo f: R:—= R quando
f(x) = x%

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.
Etapa I: Construcéo.

Peca para que os trios de estudantes considerem uma funcdo g: R:— Rdefinida

por g(x) = ax*quando a é um parametro e x € R.

Etapa 11: Construcdo.
Construgdo a partir do “controle deslizante”.

a) Defina o intervalo para o controle deslizante. Neste caso vamos tomar o
intervalo (0,3);
b) No campo de entrada do GeoGebra, escrever a fungdo g(x) = a x?

c) Fazer o parametro a variar no intervalo ja definido no item a).

Etapa I11: Problematizacéo.

O professor propde que os estudantes investiguem o0 que acontece com o grafico de g

nas seguintes situacoes:

)] Quando a varia no intervalo [1, 3], isto é, por valores maiores do que 1,
i) Quando a varia num intervalo [0, 1], isto €, por valores positivos menores do

que 1.
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Etapa IV: Socializacdo e validacdo das respostas

O professor pede aos estudantes que apresentem as respostas a que chegaram. Em caso
de divergéncias o professor pede para que 0s trios apresentem seus argumentos e faz a

mediacdo até que 0s trios cheguem a um consenso.

Etapa V: Institucionalizagéo.
O professor apresenta as respostas esperadas:

Quando a varia no intervalo [1, 3], isto é, por valores maiores do que 1 a abertura do

gréafico de g diminui;

i) Quando a varia num intervalo [0, 1], isto €, por valores positivos menores do

que 1 a abertura do grafico de g aumenta,

O professor pode mostrar, por exemplo, os graficos das figuras 24 e 25:

Figura 35 - O graficode g, quandoa=1,a=2ea=3

Fonte: Santos, 2013.
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Fonte: Santos, 2013.

ATIVIDADE 3: Dilatagdo ou compressdo vertical da funcdo f: R:—» R quando
f(x) = |x|.

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.
Etapa I: Construgdo.

O professor pede para que os trios de estudantes considerem duas funcdes

f,g: R:—> R definidas por f(x) = |x| e g(x) = alx| onde e x € R.

Etapa Il: Construcéo.

Construgdo a partir do “controle deslizante”.

a) Defina o intervalo para o controle deslizante. Neste caso vamos tomar o
intervalo (0,3);
b) No campo de entrada do GeoGebra, escrever a funcdo g(x) = alx|;

c) Fazer o parametro a variar no intervalo ja definido no item a).
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Etapa I11: Problematizacéo.

O professor propde aos estudantes que investiguem o que acontece com o grafico de g

nas seguintes situacoes:

i) Quando a varia no intervalo [1, 3], isto €, por valores maiores do que 1;
j) Quando a varia num intervalo [0, 1], isto é, por valores positivos menores do que
1.

Etapa IV: Socializacdo e validacdo das respostas.

O professor pede aos estudantes que apresentem as respostas a que chegaram. Em caso
de divergéncias o professor pede para que 0s trios apresentem seus argumentos e faz a

mediacdo até que os trios cheguem a um consenso.

Etapa V: Institucionalizacéo.
O professor apresenta as respostas esperadas:

i) Quando a varia no intervalo [1, 3], isto é, por valores maiores do que 1 a abertura do
gréfico de g diminui;
J) Quando a varia num intervalo [0, 1], isto &, por valores positivos menores do que 1 a

abertura do grafico de g aumenta,

O professor pode mostrar, por exemplo, os graficos das figuras 26 e 27:
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Figura37 — O gréficode g, quandoa=1,a=2ea=3

24

Fonte: Santos, 2013.

Figura 38 - O gréfico de g, quando a=1, a=

N | =
D
Q
Il
Wl

o4

Fonte: Santos, 2013.

ATIVIDADE 4: Qual a relagdo entre os gréficos de f, g e h, quando g(x) = af(x) e
h(x) =bf(x),ondea=>1e0<b<1.

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.

Etapa I: Construcéo.
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O professor entrega aos trios de estudantes um papel quadriculado com o desenho do

gréfico de uma funcdo f abstrata conforme a figura seguinte.

Figura 39 — Representagdo geométrica da funcéo f(x).

Fonte: Santos, 2013.

Etapa Il: Problematizacéo.

O professor pede entdo que os estudantes esbocem sem o GeoGebra os graficos das

funcbes g(x) = 2f(x) e h(x) = %f(x), para x € R.

Etapa I11: Socializagdo e validacdo das respostas

O professor pede aos estudantes que apresentem as respostas a que chegaram. Em caso
de divergéncias o professor pede para que 0s trios apresentem seus argumentos e faz a

mediacdo até que 0s trios cheguem a um consenso.
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Etapa 1V: Institucionalizagéo.

O professor apresenta as respostas esperadas:

Figura 40 — Representacdo geométrica das funcdes g e h.
14

h

4k

Fonte: Santos, 2013.
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OFICINA VI: HOMOTETIAS HORIZONTAIS DE FUNCOES.

OBJETIVO: Perceber a relacdo entre os graficos de duas funcbes, f e g quando

g(x) = f(ax) e a éum ndmero real positivo.

PUBLICO-ALVO: Estudantes do 2° ano do Ensino Médio

ATIVIDADE 1: Dilatagdo ou compressdo horizontal do grafico da fungdo f: R:— R
dada por f(x) = sen(x).

TEMPO ESTIMADO: 2 aulas de 50 minutos.

Etapa I: Construgdo.

Peca para que os trios de estudantes considerem duas fungdes f, g: R:— R definidas

por f(x) =sen(x)e g(x) = sen(ax) quando a é um parametro e x € [0,27].

Etapa Il: Construcéo.
Construgdo a partir do “controle deslizante™.

a) Defina o intervalo para o controle deslizante. Neste caso vamos tomar o intervalo
(0,3);
b) No campo de entrada do GeoGebra, escrever a fungdo g(x) = sen(ax);

c) Fazer o pardmetro a variar no intervalo ja definido no item a).
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Figura 41 — Gréfico da funcédo g.

FE

Fonte: Santos, 2013.

Etapa I11: Problematizacéo

O professor propde aos estudantes que investiguem o0 que acontece com o gréfico de g
nas seguintes situacoes:

i) quando a varia no intervalo [1, 3], isto &, por valores maiores do que 1;
iii) quando a varia num intervalo [0, 1], isto é, por valores positivos menores do
que 1.

Etapa IV: Socializacdo e validacdo das respostas

O professor pede aos estudantes que apresentem as respostas a que chegaram. Em caso
de divergéncias o professor pede para que 0s trios apresentem seus argumentos e faz a

mediacdo até que os trios cheguem a um consenso.

Etapa V: Institucionalizagéo.

O professor apresenta as respostas esperadas:



i)
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Quando a varia no intervalo [1, 3], isto é, por valores maiores do que 1 o
grafico da fungdo g se comprime horizontalmente ;

Quando a varia num intervalo [0, 1], isto &, por valores positivos menores do
que 1 o gréfico da funcdo g se dilata horizontalmente. Se fizermos 0 a =0 o

grafico da fungdo g fica exatamente sobre o eixo x.

Figura 42 — O gréfico da fungdo g quando tomamos valores praa > 1.

T T T T T T T T T
-14

Fonte: Santos, 2013.

Figura 43 — Dilatag¢éo horizontal do gréafico de gpara0 < a < 1.

T T ; T T T T T T T : T ; .
5 4 S 2 ;A o 1 2 3 v 7 8 e §
. 11

Fonte: Santos, 2013.
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ATIVIDADE 2: Dilatacdo ou compressao horizontal do grafico da funcdo f:R:—» R
dada por f(x) = x%.
TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.

Etapa I: Construcéo.

Peca para que os trios de estudantes considerem duas fungdes f, g: R:— R definidas

por f(x) =x%*e g(x) = (ax)?onde a é um parametro e x e R

Etapa I1: Construcdo a partir do “controle deslizante”.

)] Defina o intervalo para o controle deslizante. Neste caso vamos tomar o intervalo
(0,5);
ii) No campo de entrada do GeoGebra, escrever a fungdo g(x) = (ax)?

iii) Fazer o parametro a variar no intervalo ja definido no item a).

Etapa I11: Problematizacéo

Peca para que os estudantes investiguem a relagdo entre o gréfico de f e g, nas
seguintes situacoes:

)] para a = 1 (Sugira aos estudantes, caso necessario, que eles facam o parametro
a variar no intervalo [1, 3]);
i) para 0 < a < 1. (Sugira aos estudantes, caso necessario, 0 parametro a variar

no intervalo [0, 1]).

Etapa IV: Socializacdo e validacdo das respostas

O professor pede aos estudantes que apresentem as respostas a que chegaram. Em caso
de divergéncias o professor pede para que 0s trios apresentem seus argumentos e faz a
mediacdo até que os trios cheguem a um consenso.
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Etapa V: Institucionalizagéo.

O professor apresenta as respostas esperadas:

e Quando a varia no intervalo [1, 3], isto é, por valores maiores do que 1 o
gréfico da funcdo g se comprime horizontalmente;

e Quando a varia num intervalo [0, 1], isto é, por valores positivos menores do
que 1 o gréfico da funcdo g se dilata horizontalmente. Se fizermos 0 a =0 o

gréfico da funcdo g fica exatamente sobre o eixo X.

Figura44 — O gréficode gquandoa=1,a=2¢e a = 3.

Fonte: Santos, 2013.



Figura 45 -0Ografico de g quando a=1,a = %e a= i

-1

Fonte: Santos, 2013.
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ATIVIDADE 3: Dilatagdo ou compressdo horizontal do grafico da funcdo f: R:— R

dada por f(x) = |x|.

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos

Etapa I: Problematizacao

Peca aos trios de estudantes que considerem duas fungbes f, g: R: — R definidas por

f(x) =|x| e g(x) = |ax| onde a e R. Em seguida, o professor pergunta a cada trio como

pode ser obtido o grafico de g a partir do grafico de f, nas seguintes situagdes:

i) Paraa>1.

i) Para0 <a

Etapa 11: Socializagdo e validagdo das respostas

<1
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O professor pede aos estudantes que apresentem as respostas a que chegaram. Em caso
de divergéncias o professor pede para que 0s trios apresentem seus argumentos e faz a

mediacdo até que 0s trios cheguem a um consenso.

Etapa I11: Institucionalizag&o.
Respostas esperadas:

)] Espera-se que os estudantes concluam, fazendo o pardmetro a variar por valores
maiores do que ou iguais a 1, que o gréfico de g se comprime horizontalmente.
Ou ainda que as retas vao se fechar, de tal modo que estaria a coincidir com o eixo

das ordenadas.

Figura46 - O gréficode gquandoa=1,a=2¢e a =3.

Fonte: Santos, 2013.

i) Espera-se que os estudantes concluam que o grafico de g é a dilatagdo horizontal

do grafico de f, ou seja, que as semirretas do gréfico de f se abrem quando o
pardmetro a varia no intervalo [0, 1]. Também, que as retas vdo se fechar, de tal

modo que estaria a coincidir com o eixo das abscissas.
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Figura47 — O gréficode gquando a=1, a = %e a= %

=24

Fonte: Santos, 2013.

ATIVIDADE 4: Dilatacdo ou compressdo horizontal do grafico de uma funcdo da qual

se conhece apenas o gréafico.
TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.

Etapa I: Construcdo.
O professor entrega aos participantes da oficina o gréfico de uma fungdo f abstrata

(isto é, da qual ndo se conhece a lei de correspondéncia f) desenhado em um papel
quadriculado, conforme a figura seguinte.
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Figura 48 — Representacdo geométrica da funcéo f.

Fonte: Santos, 2013.

O professor pede aos estudantes que esbocem com lapis e papel os graficos das

funcdes g(x) = f(2x) e h(x) = f (’Z—C) para x € R.

Etapa 11: Socializacédo e validagdo das respostas

O professor pede aos estudantes que apresentem as respostas a que chegaram. Em caso
de divergéncias o professor pede para que 0s trios apresentem seus argumentos e faz a
mediacdo até que 0s trios cheguem a um consenso.

Etapa Il1: Institucionalizagdo

O professor apresenta um esboco do grafico para os participantes da oficina,
justificando a sua constru¢do, conforme a figura seguinte.
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O gréfico de cor vermelha corresponde a fungdo f, por outro lado o gréfico de cor azul

corresponde a fungdo g e o gréafico de cor rosa corresponde a funcéo h.

Figura 49 — Representacdo geométricade f, g e h.

Fonte: Santos, 2013.
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OFICINA VII: SINTESE DO ESBOCO DE GRAFICOS QUE DIFEREM POR
HOMOTETIAS

PUBLICO ALVO: Estudantes do 2° ano do Ensino Médio.

ATIVIDADE 1: Com base nos resultados vistos até aqui o que difere a Dilatacao vertical

da Dilatacdo horizontal?
TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.
Etapa I: Problematizacao

O professor propfe a seguinte questdo: quais as relacBes entre os graficos de f e de g nas

situacdes seguintes:

i.  Quando g(x) = a f(x),onde a € R,
ii. Quando g(x) = f(ax), ondeaceR,.

Observacdo: O professor observa o comportamento de cada trio de estudantes com
relacdo a questdo proposta, respondendo questionamentos que porventura aparecam. Pode
fazer sugestdes, tais como: verifiguem o que acontece nos casos particulares em f(x) = x?
ou f(x) = sen x. (Neste momento, o professor pode permitir a utilizacdo do GeoGebra ou do
lapis e papel).

Etapa Il: Socializacdo e validacdo das respostas.

O professor pede aos estudantes que apresentem as respostas a que chegaram. Em caso
de divergéncias o professor pede para que 0s trios apresentem seus argumentos e faz a

mediacdo até que 0s trios cheguem a um consenso.

Etapa I11: Institucionalizagéo
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O professor vai até a lousa e mostra geometricamente o que acontece no item (i): se

multiplicarmos a fungdo por ae R, isso resulta em uma dilatagdo vertical, pois estamos

multiplicando casa ordenada de cada um dos pontos pertencentes ao grafico por a.

Assim se tomarmos 0 a > 1teremos um esticamento (dilatacdo) vertical; Se o

0 < a <1 teremos um encolhimento (contracdo) vertical.

Em seguida considera o que acontece no item (ii): quando temos g(x) = f(a x),
comaeR,, 0 que estamos fazendo é multiplicando a variavel dependente por a. Isso resulta
em uma nova funcdo, onde cada elemento do dominio dessa nova funcdo devera ter a mesma
imagem que um elemento do dommio da fincdo “origmal” se for divido por a. A

consequéncia disso é uma dilatacdo horizontal do gréfico.

Assim se tomarmos 0 a > 1teremos um encolhimento horizontal; Se 0 0 <a <1

teremos um esticamento horizontal.
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OFICINA VIII: REFLEXOES VERTICAIS DE FUNCOES.

OBJETIVO: Perceber a relacéo entre os graficos das fungdes f e g quando g(x) = —f(x)

PUBLICO ALVO: Estudantes do 2° ano do Ensino Médio.

ATIVIDADE 1: Reflexdo vertical do gréafico da funcdo f: R: — R dada por f(x) = x?.
TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.
Etapa I: Construgdo

O professor pede para que os trios de estudantes esboce com o auxilio do GeoGebra o

grafico dafuncdo f(x) =x?comxe R

Figura 50 — Gréfico da funcéo f

Fonte: Santos, 2013.

Etapa I1: Problematizacao.
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O professor pede para que os trios de estudantes esbocem com o GeoGebra, em uma
mesma tela, os gréaficos das funcdes f,g: R:— R dadas por f(x) =x?e g(x) = —x? para

x € R, pintando-os com cores diferentes.

Etapa I11: Construcéo

Nesta fase o professor sugere aos trios de estudantes que usem a funcdo controle
deslizante no GeoGebra para ver o comportamento das funcdes g(x) = ax®. Ressalta que
agora € necessario que eles facam o parametro a variar em um intervalo do tipo [-1, 1], no

qual o parametro a percorra valores positivos e negativos.

Etapa IV: Problematizacédo

Pergunta-se aos trios de estudantes que relacdo existe entre os graficos de f e g. Neste
momento, o coordenador da oficina circula no laboratério de informatica, observando a
reacdo e as possiveis dificuldades que cada trio de estudantes apresenta, dialogando com o0s

estudantes e respondendo a possiveis questionamentos.

Etapa V: Socializacdo e validacdo das respostas

Aqui serdo discutidas as respostas de cada trio, fazendo a correcdo quando necessario,

objetivando clareza no entendimento das solugdes.

Etapa VI: Institucionalizacio
Respostas esperadas:

a) O grafico de g € o gréfico de f refletido verticalmente em torno do eixo x.

b) Os graficos de f e g séo simétricos em relagdo ao eixo x.
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Figura 51 — Representacdo geométrica dafuncédo fe g.

Fonte: Santos, 2013.

ATIVIDADE 2: Reflexao vertical do grafico da fungdo f: R: —» R dada por f(x) = |x|.
TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.
Etapa I: Construcéo.

O professor pede para que os estudantes esbocem com o GeoGebra as funcGes
f,g: R: > Rdefinidas por f(x) = |x| e g(x) = —|x| para x € [-3,3]. Em seguida, pinte 0s
gréficos com cores distintas.

Etapa Il: Problematizacdo.

Pergunta-se aos estudantes que relacdo existe entre os graficos de f e g. Neste
momento, o coordenador da oficina circula no laboratorio de informética, observando a
reacdo e as possiveis dificuldades que cada trio de estudantes apresenta, dialogando com os

estudantes e respondendo a possiveis questionamentos.

Etapa I11: Socializacdo e validacdo das respostas
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O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.

Etapa IV: Institucionalizacdo.

Nesta etapa o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusées, ou

seja, as respostas esperadas:

a) O grafico de g € a reflexdo do grafico de f em relagdo ao eixo x. Para ver isso, 0
professor pode recomendar que os estudantes considerem a funcdo h(x) = alx| e
facam o controle deslizante a variar no intervalo [-1, 1].

b) Os gréaficos de f e g sdo simétricos em relacdo ao eixo x.

Figura 52 — Reflexdo horizontal no gréafico de f.

-3

Fonte: Santos, 2013.
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ATIVIDADE 3: Qual relacao entre os gréaficos de f e g, quando g(x) = —f(x).

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.

Etapa I: Construcéo.

O professor esboca o grafico de uma funcdo f abstrata conforme a figura seguinte.

Figura 53 — Gréfico da fungéo f.

Fonte: Santos, 2013.

Esta atividade deverd ser realizada sem o recurso do Software GeoGebra, ou seja, a
solucdo deve ser encontrada utilizando apenas papel e lapis. Em seguida fazer a construcdo no
GeoGebra.

Etapa I1: Problematizagéo

Peca para que o0s estudantes esbocem com lapis e papel os gréficos das funcOes
g(x) = —f(x) para x ¢ R O coordenador da oficina pergunta aos trios de estudantes que
relagdo existe entre os graficos de f e g. Neste momento, o coordenador da oficina circula no

laboratério de informatica, observando a reagdo e as possiveis dificuldades que cada trio de
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estudantes apresenta, dialogando com os estudantes e respondendo a possiveis

guestionamentos.

Etapa I11: Socializacdo e validacdo das respostas.

O coordenador pede aos trios que apresentem suas respostas, confrontando-as, e em
caso de divergéncias pede a eles que apresentem aos participantes da oficina as suas
justificativas. Atuando como mediador, o coordenador tenta estabelecer um consenso entre 0s

participantes da oficina.

Etapa IV: Institucionalizacdo.

Nesta etapa o coordenador da oficina escreve e desenha numa lousa as conclusdes, ou

seja, as respostas esperadas:

a) Que o grafico de g encontra-se esbocado como segue na Figura 49.

Figura 54 — Reflex&o do grafico de f.

34

Fonte: Santos, 2013.
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OFICINA IX: COMPOSICAO DE TRANSLACOES VERTICAIS E DILATACOES.

OBJETIVO: Perceber a relagdo entre as funcdes f, g e h quando g(x) =cf(x)+a e
h(x) = cf (x) + b.

PUBLICO ALVO: Estudantes do 2° ano do Ensino Médio.

ATIVIDADE 1: Composi¢éo de translagdo vertical e dilatagdo da fungdo fiR=>R
definida por f(x) = sen(x).

TEMPO ESTIMADO: 2 aulas de 50 minutos.
Etapa I: Construcéo.

O professor solicita que os alunos esbocem com o auxilio do GeoGebra, em uma
mesma tela os graficos das fungdes f,g,h:R:— R definidas por f(x) = sen(x),
g(x) =2 sen(x) + 3 eh(x) =3sen(x)—5exe[02n]
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Figura 55 — Grafico das funcdes: f (vermelho), g(azul)e h(verde).

Fonte: Santos, 2013.

Etapa I1: Construcdo e problematizacédo

O professor sugere que os estudantes considerem o grafico de uma funcdo auxiliar

G(x) = asen(x) + b, na qual a e b sdo controles deslizantes e com os intervalos de variagao

[1, 3] e [-5, 3]. Pergunta-se: como podemos obter o grafico de g e de h a partir do grafico de

f.

Etapa I11: Socializagdo e validacdo das respostas

O professor pede que o0s trios apresentem as suas conclusdbes e em caso de

divergéncias o professor procede uma mediacdo a fim de estabelecer um consenso.

Caso seja necessario, serdo orientados 0s seguintes passos aos estudantes:
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e Determmar os controles deslizantes “a” e “b™;

e Determinar o intervalo de cada um deles;

e Escrever na caixa de entrada a funcdo f(x) = a sen x +b;

e Configurar com animacdo para entender os efeitos: fazer a = 1 e fazer b variar;
e fazer b=0eavariar delaz2;

o fazer a=2ebvariar de 0a3;

e fazer a = 3 eb variar de 0 a-5.

Etapa IV: Institucionalizacdo.
O professor entdo sintetiza a conclusdo de que:

a) o grafico de g(x) =2sen(x)+ 3 pela composicdio de uma dilatacdo e uma

translacdo vertical;

b) o grafico de h(x) =3 sen(x)—5 pode ser obtido pela composicdo de duas

transformacdes, uma dilatacdo e uma translacdo vertical.

ATIVIDADE 2: Composicdo de translacdo vertical e dilatacdo da funcdo f: R:—» R
definida por f(x) = x2

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.
Etapa I: Construcdo e problematizacéo.

O professor propbe aos estudantes que esbocem com auxilio do GeoGebra, em uma
mesma tela os graficos das fungdes f, g, h: R: » R definidas por f(x) = x% g(x) =3x2+ 2
e h(x) =2x%2—1, x e[—3,3]. Pergunta-se: como podemos obter o grafico de g e de h a

partir do gréfico de f.



Pagina |87

Figura 56 — O grafico da funcéo f(vermelho), g(azul)e h(verde)

Fonte: Santos, 2013.

Etapa Il: Socializacdo e validagdo das respostas.

O professor pede que o0s trios apresentem as suas conclusdbes e em caso de

divergéncias o professor procede uma mediacdo a fim de estabelecer um consenso.
Caso seja necessario, serdo orientados 0s seguintes passos aos estudantes:

e Determinar os controles deslizantes “a” e ‘b

e Determinar o intervalo de cada um deles;

e Escrever na caixa de entrada a fungdo f(x) = a x?+ b;

e Configurar com animacdo para entender os efeitos: fazer a = 1 e fazer b variar;
e fazer b=0eavariar dela3;

e fazer a =3 ebvariar de 0az2;

e fazer a =2 ebvariar de 0a-1.
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Etapa I11: Institucionalizagéo
O professor entdo sintetiza a conclusdo de que:

a) o grafico de g(x) =3 x? + 2 pela composicdo de uma dilatacdo e uma translagdo
vertical,

b) o grafico de h(x) =2x%2—1 pode ser obtido pela composicio de duas

transformacdes, uma dilatacdo e uma translacdo vertical.

ATIVIDADE 3: Composicao de translacdo vertical e dilatacdo da funcéo f: R:— R dada
por f(x) = |x|.

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.
Etapa I: Construcdo e problematizacéo.

O professor solicita aos alunos que esbocem ainda com o auxilio do Geogebra, em
uma mesma tela os graficos das fungdes f,g, h: R:— R definidas por f(x) = |x|, g(x) =
2|x| + 3 e h(x) = 3|x| = 5,x € [—3,3] Pergunta-se: como podemos obter o gréfico de g e de
h a partir do gréafico de f.
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Figura 57 — Representacdo geométrica de f(vermelho), g(azul)e h(verde).

-

Fonte: Santos, 2013.

O professor sugere que os estudantes considerem o grafico de uma funcdo auxiliar

G(x) =alx| +b, na qual a e b sdo controles deslizantes e com os intervalos de variagdo

[%, 1] e [-5, 3], respectivamente.

Etapa Il: Socializacdo e validacdo dos conhecimentos

O professor pede que os trios apresentem as suas conclusdes e em caso de

divergéncias o professor procede uma mediagdo a fim de estabelecer um consenso.
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Etapa I11: Institucionalizag&o.

O professor entdo sintetiza a conclusio de que os graficos de g(x) =%|x| +3e

h(x) = 3|x| —5 podem ser obtidas do grafico de f pela composicdo de uma dilatacdo e de

uma translacdo vertical
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OFICINA X: COMPOSICAO DE TRANSLACOES HORIZONTAIS E DILATACOES.

OBJETIVO: Perceber a relacdo entre as funcbes f, g e h quando g(x) =cf(x+a) e
h(x) = cf (x + b).

PUBLICO ALVO: Estudantes do 2° ano do Ensino Médio.

ATIVIDADE 1: Composicdo de translacdo horizontal e dilatacdo da fungdo
f: R:— R definida por f(x) = sen(x).

TEMPO ESTIMADO: 2 aulas de 50 minutos.
Etapa I: Construcdo e problematizagéo.

O professor solicita que os alunos esbocem com o GeoGebra, em uma mesma tela os
graficos das funcbes f, g, h: R: > R definidas por f(x) = sen(x), g(x) = 3 sen (x —f) e

h(x) = 3 sen (x + g) X € [—4m,4m]. Pergunta-se: como podemos obter o grafico de g e de h

a partir do grafico de f.

Figura 58 — O gréfico da funcéo f(vermelho), g(azul) e h(verde).

Fonte: Santos, 2013.
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O professor sugere que os estudantes considerem o gréfico de uma funcdo auxiliar
G(x) = asen(x+b), na qual a e b sdo controles deslizantes e com os intervalos de variagdo

[0,3] e [-%, g], respectivamente.

Etapa I1: Socializacdo e validagdo dos conhecimentos

O professor pede que o0s trios apresentem as suas conclusdbes e em caso de

divergéncias o professor procede uma mediacdo a fim de estabelecer um consenso.

Etapa I11: Institucionalizagéo

O professor entdo sintetiza a conclusdo de que os graficos de g(x) = 3 sen (x — f) e

h(x) = 3 sen (x +§) podem ser obtidas do grafico de f pela composicdo de uma dilatagdo e

de uma translagdo horizontal para a direita e para a esquerda, respectivamente.

ATIVIDADE 2: Composicdo de translacdo horizontal e dilatacdo da funcdo f: R:— R
dada por f(x) = x2.

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.
Etapa I: Construcdo e problematizagéo.

O professor solicita aos alunos que esbocem, ainda com o GeoGebra, em uma mesma
tela os graficos das fungdes f,g,h: R:—» R dadas por f(x)=x% g(x)=3(x+3)?e
h(x) =3(x —5)% , x e R. Pergunta-se: como podemos obter os graficos de g e de h a partir
def?
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Figura 59 — Gréfico das fungbes f, g e h.

Fonte: Santos, 2013.

O professor sugere que os estudantes considerem graficos de uma funcdo auxiliar
G(x) = a(x+ b)?, na qual a e b sdo controles deslizantes com variacdo adequada. Faca b = 0

e varie 0 parametro a num intervalo do tipo [-1, 3]. Em seguida, faca a = 1 e varie b em um
intervalo do tipo [-3, 5].

Etapa Il: Socializagdo e validacdo dos conhecimentos

O professor pede que os trios apresentem as suas conclusbes e em caso de

divergéncias o professor procede uma mediagdo a fim de estabelecer um consenso.

Etapa I11: Institucionalizagéo

O professor entdo sintetiza a conclusdo de que os graficos de g(x) = 3 sen (x — f) e

h(x) = 3 sen (x +§) podem ser obtidas do grafico de f pela composicdo de uma dilatagdo e

de uma translagéo horizontal para a direita e para a esquerda, respectivamente.
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ATIVIDADE 3: Composicdo de translacdo horizontal e dilatagdo da funcdo f: R:— R
dada por f(x) = |x]|.

TEMPO ESTIMADO: 1 aula de 50 minutos.
Etapa I: Construcéo.

Em seguida o professor solicita que os alunos esbocem com o GeoGebra, em uma
mesma tela os graficos das fungdes f,g,h:R:—> R definidas por f(x) = |x],

g(x) =alx + 3| e h(x) = alx — 5], quando a é um parametro e x € R,

Etapa Il: Problematizacdo

Pinte o grafico das funcGes descritas acima com cores diferentes e verifique o que

[I4)

acontece quando varia o valor de “a”, nos casos:

)] Para a > 1. (Sugira que fagam o parametro a variar no intervalo [1, 3]).

i) Para0 < a < 1. (Sugira que facam o pardmetro variar no intervalo [0, 1]).

Etapa I11: Construcio

Pedir para que os estudantes realizem esse teste (etapa Il) utilizando a ferramenta
controle deslizante. Explicar que, ao determinar um intervalo de variagdo para o pardmetro

“a” se torna imediato notar o comportamento da funcao.

Etapa 1V: Problematizagéo

Peca para que os estudantes investiguem a relacdo entre os graficos de fege f e h.

Etapa V: Socializacdo e validacdo dos conhecimentos.
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Aqui serdo discutidas as respostas de cada trio, mediando as divergéncias visando a

estabelecer um consenso entre os participantes da oficina.

Etapa VI: Institucionalizacdo.

O professor entdo sintetiza a conclusdo de que os graficos de g(x) = alx +3| e
h(x) = alx — 5| podem ser obtidas do grafico de f pela composicdo de uma dilatacdo e de

uma translacdo horizontal para a esquerda e para direita, respectivamente.

Figura 60 — Gréfico da funcdo g e h usando a ferramenta “controle deslizante”

-l
&

Fonte: Santos, 2013.
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